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一、基本概念

 1. 复数的概念
 2. 代数运算
 3. 共轭复数

第十一章 复变函数与解析函数

第一节 复数及其代数运算
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 一般, 任何两个复数不能比较大小。

1. 复数的概念

定义 对任意两实数x、y 称 z=x+iy为复数。

虚单位。—其中 1   −=i

•复数z 的实部 Re(z) = x ;   虚部 Im(z) = y .
(real part)     (imaginary part)

0|| 22 ≥+= yxz•复数的模

0)Im()Re(0
)Im()Im()Re()Re( 212121

==⇔=
==⇔=

zzz
zzzzzz•复数
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定义 z1=x1+iy1与z2=x2+iy2的和、差、积和商为：

z1±z2=(x1±x2)+i(y1±y2)

z1z2=(x1+iy1)(x2+iy2)=(x1x2-y1y2)+i(x2y1+x1y2)

1

2

zz
z

=

2. 代数运算

•四则运算

1 1

2 2

2 2

2 2

( )
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( + ) )

x y i
x y

x y i
x ii y
−
−

=

1 2 1 2 2 1 1 2
22 2 2

2 2 2

( 0)
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x x y y x y x yi z
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= + ≠

1 1

2 2

+
+

x y i
x y i
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z1+z2=z2+z1；

z1z2=z2z1；

(z1+z2)+z3=z1+(z2+z3)；

z1(z2z3)=(z1z2)z3；

z1(z2+z3)=z1z2+z1z3 .

•运算规律

复数的运算满足交换律、结合律、分配律。

（与实数相同）即，
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•共轭复数的性质

2121 zz)zz()1( ±=±

2121 zz)zz( =

2

1

2

1

z
z)

z
z( =

zz =)2(

2||
1

z
z

z
=⇒22 2 2 2(4) Re( ) Im( )zz z z x y z= + = + =

)Im(2     
)Re(2)3(
zizz

zzz
=−

=+

3.共轭复数

定义 若z=x+iy , 称z=x-iy 为z 的共轭复数.
(conjugate)



6

 1. 点的表示

 2. 向量表示法

 3. 三角表示法

 4.  指数表示法

二 复数的几何表示
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1. 点的表示
( , )z x iy x y= + ↔实数对 

( , )
( , )

P x y
z x iy P x y

↔

⇒ = + ↔
在平面上取定直角坐标系，点 实数对

平面上的点

( ) .z x iy x y P∴ = +复数 可用平面上坐标为 ， 的点 表示

平面复平面或—平面

虚轴—轴实轴—轴

z
yx

)( yxPiyxz ，复平面上的点↔+=点的表示：

 数z与点z同义，一一对应
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( )z x iy P x y= + ↔ 点 ，

2. 向量表示法

ooPz 

=⇔= 0
),(Arg:

,|||| 22

xopz

yxropz

==

+===
记作

幅角

模：

θ

称向量的长度为复数z=x+iy的模或绝对值；

非零向量与x轴正向的夹角θ 称为复数z=x+iy的幅角.
z记作

z=0时，幅角无意义(不确定)。

tan(Arg ) yz
x

=0x ≠ 时， o x

y (z)
P

rz =
θ

( , )x y

{ , }oP x y↔ =


oP z x iy∴ = +


可用向量 表示 。
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幅角无穷多个： Arg z=θ=θ0+2kπ

πθπ ≤<− 0满足 的θ0称为Argz的主值，记作θ0=argz

Arg arg 2 , arg ( , ]z z k zπ π π= + ∈ −

0tan /y xθ =
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3. 三角表示法

(cos sin )z x iy r iθ θ= + = +

cos
sin

x r
y r

θ
θ

=
 =

4. 指数表示法

( ) { , }z x iy P x y oP x y= + ↔ ↔ =


点 ，

o x

y (z)
P

rz =
θ

( , )x y

:Euler公式由

cos sinie iθ θ θ= + 得

(cos sin )z r iθ θ= + ire θ=

r z=

2kπ+arg zθ =
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:Euler公式

2

0

1 11
! 2! !

n
x n

n

xe x x x
n n

∞

=

= = + + + +∑  

0 !

n
z

n

ze
n

∞

=

= ∑定义复指数函数 1 2 1 2+z z z ze e e= ⋅

2

0

( ) 1 11 ( ) ( )
! 2! !

n
iy n

n

iye iy iy iy
n n

∞

=

= = + + + +∑  

2 4 3 5

1
2! 4! 3! 5!
y y y yi y

   
= − + − + − + −   
   

 

cos siny i y= +

217P教材
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:Euler公式

iye = cos siny i y+
iye− cos siny i y= −cos( ) sin( )y i y= − + −

1cos ( )
2

iy iyy e e−= +
1sin ( )
2

iy iyy e e
i

−= −

y π=取 1ie π = −
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1例 将下列复数化为三角式和指数式

(3) 1− (4) 1 3 i+ 2(5)
1

i
i− +

(2) i

2(2)
i

i e
π

=

(3) 1 ie π− =

2
sin

2
cos ππ i+=

ππ sincos i+=

3(4) 1 3 2
i

i e
π

+ = )
3

sin
3

(cos2 ππ i+=

25
1

i
i− +

（ ）
)1)(1(

)1(2
ii

ii
−−+−

−−
= 1 i= − 42

πi
e
−

=

2(cos( ) sin( ))
4 4

iπ π
= − + −
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z1 z2

之间的距离与点： 2112 zzzz −

2 1 2 1 2 1( ) ( )z z x x i y y− = − + −
1 1 1 2 2 2z x iy z x iy= + = +

2 2
2 1 2 1( ) ( )x x y y= − + −

o x

y (z)

A
B2 1z z−
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引进复数的几何表示，可将平面图形用复数方程

（或不等式）表示；反之，也可由给定的复数方

程（或不等式）来确定它所表示的平面图形。

o x

y (z)

L z1 z2
z

1

2 1

1 z z t
z z
−

=
−

解（）

1 2 1( )z z t z z= + −
t− ∞ < < +∞（ ）

2 :
(1)  

( 1, 2)
j j jz x iy

j

= +

=

例 用复数方程表示

过两点

的直线；
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o x

y (z)

L z1 z2
z

1 2 1( )zz z zt+= −

t− ∞ < < +∞（ ）

(1)  ( 1, 2)j j jz x iy j= + =过两点 的直线；

2 1 1

2 1 1

( )
( )

x x x t x
y y y t y
= − +

 = − +
⇔



1 1 1 2 2 2z x iy z x iy= + = +

1 1

2 1 2 1

=x x y y
x x y y
− −
− −

,A B过两点 的直线:
1 1 2 2( , ), ( ,  )A x y B x y

A B

t=

1 11 2 2 1[ ) ]( ( )x x ixx y yiiy ty −= −+ +++



17

2)()2( =−− iz
x

y (z)

O
(0, -1)2

（2）中心在点(0, -1), 半径为2的圆。

z x yi= +

( ) ( )2 2 2
0 0x x y y r− + − =

0

0

cos
sin

x x r
y y r

θ
θ

= +
 = +

0 0 0z x y i= +

0
iz z re θ− =

0 0( , ) , :x y r以点 为圆心以 为半径的圆

0 0cos ( sin )x r i y rθ θ= + + +

0 0 cos sin( )r ix y i θ θ+= + + 0
iz er θ= +

0 , :z r以点 为圆心以 为半径的圆

0z z r− =
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三、 复数的乘幂与方根

 1. 复数的乘积与商

 2. 复数的乘幂

 3.复数的方根
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定理1 两个复数乘积的模等于它们的模相乘，

两个复数乘积的幅角等于它们的幅角相加。

1. 乘积与商

1 1 1 1

2 2 2 2

      (cos sin )
                 (cos sin )

z r i
z r i

θ θ
θ θ

= +

= +

证明 设

1 2 1 2 1 1 2 2 (cos sin )( cos sin )z z r r i iθ θ θ θ= + +则

1 2 1 2 1 2(cos( ) sin( ))r r iθ θ θ θ= + + + 1 2( )
1 2 eir r θ θ+=

1 2 1 2 1 2 1 2  | | Arg( ) Arg Argz z r r z z z z= = +因此 ，

1
1e

ir θ=
2

2e
ir θ=
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几何意义 将复数z1按逆时针方向旋转一个角度

Argz2，再将其伸缩到|z2|倍。

 定理1可推广到n 个复数的乘积。

1θ
o x

y (z)

1z2θ

z1z2

2θ

z2

1 2( )
1 2 1 2 eiz z r r θ θ+=
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定理2 两个复数的商的模等于它们的模的商，

两个复数的商的幅角等于被除数与除

数的幅角之差。

证明

)(

1

2

1

2 12 θθ −== ie
r
r

z
zz

∴Argz=Argz2-Argz1      即：

由复数除法的定义 z=z2 /z1，即 z1z = z2

∵|z||z1|=|z2|及Argz1+Argz=Arg z2（z2≠0）

21
2211 , θθ ii erzerz ==设
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设z=re iθ，由复数的乘法定理和数学归纳法可证

明 zn=rn(cosnθ+isinnθ)=rneinθ。

n inr e θ− −=

2.复数的乘幂
定义 n个相同的复数z 的乘积，称为z 的n次幂，

记作z n，即z n=z⋅z⋅⋅⋅z（共n个）。

.1
n

n

z
z =−定义

特别：当|z|=1时，即：zn=cosnθ+isinnθ，则有

(cosθ+isinθ)n=cosnθ+isinnθ

一棣模佛(De Moivre)公式。
0 0i

n
n in

r ez
r e θ

− =
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n z=ω记

,, ze ni == ωρω ϕ 由设 θϕρ iinn ree =有

, 2 ( )n r n k kρ ϕ θ π⇒ = = + ∈

3.复数的方根 （开方）——乘方的逆运算

n
kinn erz
πθ

ω
2+

==⇒

)2sin2(cos
n

ki
n

krn πθπθ +
+

+
=

     
         .

i nz re zθ ω
ω

= =给定复数 ，求所有的满足 的

复数

问题

k∈
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n
kinn erz
πθ

ω
2+

==⇒

)2sin2(cos
n

ki
n

krn πθπθ +
+

+
=

n zω =

4 i
4

2
i

e
π

= )]
4

2
2sin()

4

2
2[cos(14

1 ππππ k
i

k +
+

+
=

8
sin

8
cos,0 1

ππ iwk +== 时

2
5 51 , cos sin
8 8

k w iπ π
= = +时
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4 i 4
2

i
e

π

= )]
4

2
2sin()

4

2
2[cos(14

1 ππππ k
i

k +
+

+
=

8
9sin

8
9cos,2 3

ππ iwk +== 时

4
13 133 , cos sin

8 8
k w iπ π
= = +时

 当k=0，1，…，n-1时，可得n个不同的根，
而k取其它整数时，这些根又会重复出现。

当z≠0时，有n个不同的ω值与 z相对应，每一

个这样的ω值都称为z 的n次方根
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i开4次方的几何意义

•2w

1w•
•3w

4w•

8
sin

8
cos1

ππ iw +=

8
5sin

8
5cos2

ππ iw +=

8
9sin

8
9cos3

ππ iw +=

8
13sin

8
13cos4

ππ iw +=

4 , 1i 的四个值是以原点为中心以 为半径

的圆的内接正四边形的四个顶点。

x

y
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几何上， 的n个值是以原点为中心， 为半

径的圆周上n个等分点，即它们是内接于该圆周

的正n边形的n个顶点。

n z n r

n
kinn erz
πθ

ω
2+

==⇒

)2sin2(cos
n

ki
n

krn πθπθ +
+

+
=

n iz re θω = =

)1,,2,1,0( −= nk 

3 8 2= 在实数域上正确

3 8

在复数域上： 08 = 8 ie
0 2

32
ki

e
π+

=
0 2 0 22(cos sin )

3 3
k kiπ π+ +

= +

( 0,1, 2)k =
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